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1. INTRODUCTION 
I. La question qui a motive cette etude est la suivante: caracttriser les 
polygones curvilignes G satisfaisant a la condition (C) suivante: 
tous les vecteurs propres du probleme de Dirichlet pour A sur G 
sont C” jusqu’au bord de G. (C) 
Cette question se pose parce que, dune part il est bien connu (cf. par 
exemple [K]) que la presence d’angles produit des solutions singulieres 
pour le probleme de Dirichlet, et que, d’autre part, une mtthode de 
reflexion permet de montrer que la condition (C) est verifiee pour tout sec- 
teur circulaire dangle x/n, avec n entier b 2 (par cette methode, dans 
[BB], on etudie les fonctions propres du laplacien spherique sur des 
triangles dangles n/n, n/p, n/q qui permettent de paver la sphere). 
I1 s’avere que la condition (C) est tquivalente a une proprittt (B) de 
regularite des operateurs A - 1. pour des seconds membres C” a support 
compact dans G: 
VA E R, si u E A’(G) est telle que (A - n)u E 9(G), alors 
z4E P(G). (B) 
La propriete (B) peut s’etudier par un examen des fonctions singulieres 
de A -A, pour tout A. 11 est en outre interessant et utile de voir ce qui se 
passe quand II = 0, i.e. de caracttriser les polygones curvilignes possedant la 
propriete (A) suivante: 
si u E G’(G) est telle que Au E LB(G), alors u E Cm(G). (A) 
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II. Prtcisons maintenant les hypotheses sur G. Nous considerons done 
le probleme (1.1): 
(A-I)u=f sur G 
u&(G). 
(1.1) 
Pour un second membre f regulier, les singularitis de ce probleme (1.1) 
ttant localisees aux points anguleux de G, et independantes les unes des 
autres, on peut supposer, sans restreindre la gtntralitb, que G a un seul 
sommet, situ& en 0, i.e.: 
au voisinage de 0, le bord de G est forme de 2 arcs C” dont les 
tangentes en 0 forment un angle w  # 0 mod(n), de plus le bord (2) 
de G est C” en dehors de 0. 
Quitte a faire une rotation des axes, on peut supposer que l’un des c&es 
est tangent a l’axe des X et ainsi a pour equation: 
Y = Y&Y) avec Y,(O) = 0, To(O) = 0. (1.2) 
L’equation de l’autre c&e pourra toujours s’ecrire sous la forme: 
x= Y,(Y) avec Y,(O) = 0, Y:(O) = cotg 0. (1.3) 
III. Avant de montrer Equivalence de (B) avec (C), nous exhibons des 
domaines G verifiant (B), en precisant l’argument de reflexion dont nous 
avons deja park 
Supposons que: 
w  = n/n, n entier 22 et les c&es de G sont droits au voisinage 
de 0. (1.4) 
Si u est solution de (1.1) avec f E g(G), on peut prolonger u au moyen de 
(au plus) n - 1 reflexions a un domaine P qui coincide au voisinage de 0 
avec un demi-plan et obtenir ii dans f?(P) tel que (d - J)ii =y avec 
c WP). 
La formule de la rkflexion A travers l’axe OX est ti( X, - Y) = -u(X, Y) pour Y 3 0. 
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Comme P est regulier au voisinage de 0, l’ellipticite du laplacien donne 
que ii est C” au voisinage de 0, done que u E Cm(G). 
D’autre part si nous supposons: 
o = n/2, Y,JX) = 0 au voisinage de 0 (c8tt droit), et 
\y, est une fonction paire au voisinage de 0, 
(1.5) 
alors le m$me pro&de de reflexion a travers l’axe des X aboutit a un 
domaine P regulier au voisinage de 0 et done a u E Ccc(G). 
Ainsi les domaines (1.4) et (1.5) sont solutions (que l’on dira “triviales”) 
de (B), et done de (A). Nous montrerons que pour (A), il existe beaucoup 
d’autres solutions, alors que pour (B) on est “en general” ramene aux 
solutions triviales. 
IV. Preuve de: 
TH~OR&ME 1.1. Pour G uPrzj&zt (X)), (B) est Pquiualent ir (C). 
I1 est evident que (B) implique (C). Montrons la reciproque. Soit (uk) 
une base orthonormte de L’(G) constituee par des vecteurs propres du 
probleme de Dirichlet -d operant de A’(G) dans H-‘(G), et soit Lk la 
suite de valeurs propres correspondante. 
Nous supposons done que tous les uk sont Cm(G). Soit A E If& et soit u 
solution du probleme (1.1) avec f E 9(G). f admet la decomposition de 
Fourier: 
Voici d’abord une propriete des fk qui est vraie quelle que soit la 
regularite des uk. 
LEMME 1.2. La suite fk, pour fe g(G), est h dbzroissance rapide. 
Comme pour tout m E N*, uk = (lk)-m A?,, on a: 
fk = @,I-“’ jG fd”n* 
et, comme .f~ 9(G), par integration par parties, on obtient: 
Done, 3C, tel que Vk, 1 fkl < C,(Ak)pm. Or il existe c > 0 tel que Vk, 
A,2 ck. D’ou le lemme. 
L’enonct suivant est base sur la regularite des uk. 
SO? 70’1.7 
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LEMME 1.3. Soit m entier 22. Alors il existe P, polynBme de d”m tel 
que, pour tout k: 
oti /I I[,,, dhigne la norme dans l’espace de Sobolev H”‘(Q). 
Soit trn(j)), <j< J? une suite d’entiers strictement positifs telle que: 
m(j+ I)-m(j)E {1,2}, m(J)E{m,m+l} 
et telle que: 
pour tout j, A est g image fermke de HmCi) n l%‘(G) dans 
H”“‘~2(G)~ p our cela il sufit que m(j) - 14 i&/0 _ . 
Montrons par rkcurrence sur j qu’il existe un polynhme PMCj, de d”j tel 
que 
IIUkllm(j) G pm(j)(nk). 
Pourj= 1, on a m, 62 et: 
lb II k m(l)< cl(ilAukllo+ Il”kllO)= c,(Ak+ 1). 
Le passage de j d j + 1 se montre de m&me. 
Montrons maintenant que u est Coo(G). Soit m entier positif. 11 sufit de 
montrer que u E H”‘(G). Soit uk = jG uu/, les coefficients de Fourier de u. 
On a: (A - 1)~ =f, done: 
si J. # -A,, uk= -(n+&-‘fk. 
11 rksulte du lemme 1.2 que (uk) est d dkcroissance rapide. Or, d’aprb 
le lemme 1.3, la suite k+ ~~~~~~~ est g croissance lente. Done la suite 
k -+ IIUkUkI\m est en particulier dans 1’ et C ukuk converge dans H”‘(G) 
vers u. 
V. Notre plan est le suivant. Au 92, on introduit une carte locale cp qui 
aplatit les cbtCs de G, et on d&nit les singularit& du problkme induit par 
(1.1). Au $3, on donne le lien entre ces singularitts et les propriCtCs (A) ou 
(B), et on ktablit que seul le dtveloppement de Taylor en 0 de Equation 
des arcs intervient pour ces proprittls. Au $4, on caractkise les ouverts 
posstdant la propriCt6 (A), et on montre qu’ils sont obtenus par transfor- 
mation conforme formelle en 0 $ partir de secteurs d’angle z/n. Au $5, 
compte tenu qu’un ouvert posstdant la prop&C (B), doit dkj:ja posskder la 
proprikti: (A), on ramhe (B) ti des conditions portant sur la transfor- 
mation conforme formelle dont on vient de parler. Pour (B) nous avons 
obtenu des rksultats de 2 sortes: 
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1”) Des conditions sous lesquelles une solution de (B) ne peut $tre 
qu’une solution triviale ($6 et 7). 
(2”) Des conditions qui laissent conjecturer l’existence de solutions non 
triviales ($8). 
2. CARTE LOCALE. SINGULARITY 
On rassemble ici des notations qui seront utiles dans toute la suite. On 
donne auk, saris demonstration, quelques resultats de base sur les 
singularitts. 
Sous l’hypothese (2) il existe un diffeomorphisme C”, note cp, tel que 
dO)=Q Dq(O)=Z et cp(G)=Q, 
ou 52 coi’ncide avec un secteur plan d’angle w  en 0. 
Notons cp, , (p2 les composantes de cp. Un tel cp est donne par: 
cp,(X, Y)=X- ~JY)+cotgo(Y- Y,(X)) 
(2.1) 
cp*(X Y) = y- ul,(X) 
ou ul, et ul,, sont donnes dans (1.2) et (1.3). 
Par cp le probleme (1.1) est transforme en: 
(L-l)v=g sur 52 
u E A’(Q) 
oil: 
(2.2) 
ux, Y; a,, a,.) 
= IIv4%l12w2+ IIV~2112(~“)2+2(V~,~V~2)~,~,+~~, &+&24 
tous les coefficients etant calcules en (X, Y) = cp - ‘(x, y). 
Les fonctions singulieres T du probleme (2.2) donnent par Tocp les 
fonctions singulieres de ( 1.1). Voici done les resultats pour (2.2). Ce qui est 
specifique au laplacien se trouve en particulier dans [Dl] (cf. aussi 
[G, K]). La description gentrale des singularitts est faite dans [D2] pour 
les espaces de Sobolev H”. Ici nous utilisons les singularitts dans les espaces 
a poids 
H;(Q) = (f~ H”(O), rmS+“’ POE L2(Q), Ial <s}. 
La dtmarche est similaire (et m&me plus simple). 
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Soit pour T EC: 
ii)== f=rT 
i 
c fi(e)Log’r,f,EC”([O,o]) ) 
O<j<J I 
8’= {fEz?~,fiEiP(]0,ol[)} 
oti (r, 0) dksignent les coordonnkes polaires de centre 0 dans Sz. 
PROPOSITION 2.1. A ophe de 9’ duns 9 - ’ et il existe un opkrateur R de 
ZT2 duns 9’ tel que AR = I. 
Voici comment R opbre sur les polynbmes. Soit pour z E N: 
Q’= {f eS!*/f polynhme en x et y} 
P’=C?‘,Q’. 
FR~P~~ITI~N 2.2. (i) Si w/n # Z *, R est une bijection de Q’-= sur P’. 
(ii) Si m/n E Z*, pour unfo tel que r*-=f,, E QTp2, R(r’-‘f,,) E P’ si et 
seulement si: 
s 
w sin ~6’ fO( 19) de = 0. (2.3) 
0 
Pour prkiser les id&es, rappelons que, dans le cas oti TW/TC E N, A est 
d’indice nul de P’ dans Q7 - 2. Son noyau est engendrk par r7 sin 76; ainsi R 
est dthi modulo ce noyau. Pour un polynhme dans Q’-’ Ccrit sous la 
forme r ‘-‘fo(0), R(r’-Zf,(B)) est de la forme: 
<” 
u+y, I 
sin z{ fO( c) d[ . rT (Log r sin ~0 + 8 cos 70) 
0 
oh u E P’ et yr est une constante non nulle. D’oh la condition 
Faisons un dkveloppement asymptotique en 0 de L - 1: 
(2.3). 
L-/2= 1 Ai 
ja -2 
oh les Ai opkent de 8’ dans Y+j. Explicitement en notant: 
L - A = 1 a,i aa: 
/xl< 2 
on dtfinit: 
A,(4 = C 1 a”..,AO)$ aa. 
Ial S 2 181 =i+ Ia/ 
Comme @(O) = Z, on a A -2 = A. 
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DEFINITION 2.3. Soit kg N*; on dtfinit par recurrence sur PE N, T~-~(,?) 
dans .Y p + knlw par: 
zk,‘(l) = rknlo sin kn0/o (singularite du laplacien) 
T~*~(~L) = -R 1 Ap_,_j(n) zk,‘(l). 
O<jSp-1 
Soit H?(Q) = nszo H;. C’est l’espace des fonctions C”, infiniment plates 
en 0. 
TH~OR~ME 2.4 (pour L = A et 1=0, il est dans [Dl]; cf. aussi 
[MP]). Si u est solution de (2.2) avec g E H,“(Q), alors Vs > 0: 
u-~ck(A)~z “~“(/I) E H;+ ‘(Q) (2.4) 
k P 
oti la somme est Ptendue aux k E N * et p E N tels que p + kn/w < s. Les c,(l) 
dkpendent de v; si J n’est pas valeur propre, ck(A) ne dipend que de g et on a: 
ck(A)(g) = jG Kk(A) ’ go q 
oli les Kk vkl$ent (A - ,I) Kk =0 sur G, et se comportent en 
r kni’u sin(knd/o) 0 cp au voisinage de 0. 
Notation. Pour A= 0, on omettra la mention de i. 
Remarque 2.5. On peut rapprocher l’expression des singularites donnee 
dans la definition 2.3 de la structure que l’on peut deduire des resultats de 
Wasow dans [W]. Selon [W], en posant CI = o/z, les singularites peuvent 
se rep&enter par des series formelles de la forme: 
Im 1 bk,pzkla+p si a$Q 
k.psN 
Im 1 bk,p.qzklil + P Logy z si crEQ 
km e N 
les coefficients b,,, et bk,p,q etant dans C. Voir aussi la remarque 4.6(a). 
3. RBSULTATS PR~LIMINAIRES 
Nous allons deduire du thtoreme 2.4 le resultat suivant: 
THI~OR~~ME 3.1. Sous f’hypothese (YE’), les deux propri&& suioantes sont 
Pquivalentes: 
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(i) G v&@e (A) (resp. (B)). 
(ii) Vk, Vp, 7k,p est un polynSme (resp. Vi, Vk, Vp, T~,~(A) est un 
polyn6me). 
Preuve. (ii) =z- (i) Les r k~p &ant rtguliers, (2.4) donne que, pour tout 
s > 0, u est dans W(Q); done u E Cm(G). 
(i) = (ii) On raisonne par l’absurde. On suppose (A) vtrifite et qu’il 
existe k, p tels que rkrP ne soit pas un polynome. Supposons s := p + kx/a 
minimal pour cette propriete. Soit s’> s tel que Vk’, p’, p’ + k’n/w <s 
implique p’ + k’x/w 6 s. 
De la decomposition (2.4) pour s’ on deduit que pour tout gE 9(Q), 
grace a (A): 
c ck( g) ~~~~ E H”’ + ‘(a). 
p + knlw = s 
Par hypothese, l’un de ces rk,p n’est pas un polynome. Comme il est dans 
9”“, on en dtduit qu’il n’est pas dans H”” ‘. Par consequent, il existe une 
combinaison lineaire non nulle des ck( g), notee d(g) qui prend la valeur 0 
pour tout gE9(0). 
Comme d(g) est de la forme jG K. g 0 cp avec K# 0 et analytique a 
l’inttrieur de G, on arrive a une contradiction. 
Pour (B), la demonstration est similaire. 
Remarque 3.2. Par le mCme raisonnement, on voit que dans (A) 
(resp. (B)) il est equivalent de se restreindre a f~ 9(G,) ou Go est un 
ouvert non vide de G (si G est connexe). 
COROLLAIRE 3.3. Si G u&$e (A) (resp. (B)), on u la rc!guluritt! C”(G) 
pour u solution de ( 1.1) auec A= 0 (resp. I quelconque) et f~ H,“(G). 
COROLLAIRE 3.4. Si G vhifie (A), alors Vk E H*, rknio sin kntI/w = z~*’ 
est un polynBme. Done IT/W = n E N *. 
Par consequent, dans toute la suite on supposera (sauf mention du 
contraire) que 
0 = 71/n, n entier 22. 
Comme les zk-p(A) ne dependent que du dtveloppement de Taylor en 0 
de cp, on obtient des solutions de (B) par perturbation plate (H,“) des 
solutions (1.4) et (1.5) deja exhibees. 
COROLLAIRE 3.5. (a) Si w = n/n et si les arcs sont tangents ci l’ordre 
infini ci leurs tangentes, G vPrifie (B). 
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(b) Si o = x/2, et si !PO E H,“( 08 + ) et vl, est paire module H,“, alors 
G otrifie (B). On dira que ce sont les solutions “triviales” de (B). 
4. CARACT~RISATION DE LA PROPRI&I% (A) 
Supposons que la carte cp (cf. 92) soit une application conforme (sous- 
entendu directe) du plan. Alors il existe une fonction analytique complexe 4 
telle que: 
4(X+ iY) = cp,(X, Y) + k&K Y). 
Alors: 
Soit I(.%‘, Y)= I(d=d)o&‘I*. On a: L=lA. 
On remarque que l/Z= ld,@*, ou $=4-l. Ainsi: 
(L-l)u=gCquivaut g (A-Id,912~)u=1d=S12g. (4.1) 
En particulier, pour 2 = 0, et pour g E 9(Q) (2.2) equivaut a: 
“El?(Q), Av=h avec h E 9(Q). 
Comme 52 a ses c&es droits et o = n/n (cf. (1.4)), on obtient que 
v E C”(a), done u E P(G). Ainsi G verifie la proprietb (A). 
I1 decoule du theoreme 2.4 que seul le developpement de Taylor de cp 
intervient dans la structure des singularitb. C’est pourquoi on introduit la 
definition suivante: 
DEFINITION 4.1. Soit y, un diffeomorphisme C” au voisinage de 0 dans 
lQ*. cp est dit conforme en 0 si, pour tout entier m, son developpement de 
Taylor (pm a l’ordre m en 0 est conforme (au sens ci-dessus), i.e., la serie 
formelle de Taylor de cp en 0 est conforme. 
Remarques 4.2. (a) Un exemple trivial de carte conforme en 0 est 
(p=I+& oh EEH; xk?,“. 
(b) Les cartes conformes en 0 constituent un groupe pour la com- 
position. 
(c) En general, conforme en 0 n’implique pas analytique. Mais si cp 
est a la fois conforme en 0 et analytique reelle, alors cp est conforme au 
sens habituel. 
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DEFINITION 4.3. G est dit conforme en 0 s’il existe une carte conforme 
en 0 qui envoie G sur un secteur plan au voisinage de 0. 
THBOR%ME 4.4. Si G satisfait d (X), alors G vhifie la proprid& (A) si et 
seulement si G est conforme en 0 et o = xJn. 
Avant de demontrer ce theoreme, nous allons Ctudier l’influence de la 
condition “G conforme en 0” sur les equations des arcs, donnees par Y0 et 
Yu (cf. (1.2) et (1.3)). 
G conforme en 0 signitie qu’il existe une carte x conforme en 0 telle que 
x(Q) = G, oti 52 co’incide au voisinage de 0 avec un secteur dangle w. Pour 
le moment, ne faisons pas de restriction sur w. On suppose que &(O) = I. 
Ainsi, la strie de Taylor formelle de x en 0 peut s’ecrire sous la forme: 
S(z) = c d,z’ avec d,, = 0, d, = 1, d, = clj + ipi. (4.2) 
j20 
Posant z = pe”‘, on peut paramttrer par p les deux c&es de x(Q): 
pour Q=O on obtient {(X,(p), Y,(p)), p bO}; pour 0 =w, c’est 
w~J~ho~~~~~P 2 0 i. 
3 
Y. = Y,o (X0)-’ et ~,,=JL~(L-’ (4.3) 
(egalite entre series de Taylor formelles) avec: 
xO(P) =I ajP' 
yO(P)=C BjP' 
X,,(p) = 1 (a., cosjo - pi sin jo) p’ 
Y,(p) = C (aj sin jw + /?j cos iw) p’. 
Ces relations et (4.3) joints au fait que: 
(f”g-l)‘,)~g=f(~).g’l)--f”‘.g”‘+R, 
cg(l)]j+ 1 J 
oti (j) dtsigne la dtrivee d’ordre j et Rj ne fait intervenir que des derivtes 
d’ordre strictement inferieur a j, permettent d’obtenir: 
Yb”(0) = j! Bj + F,,o 
(4.4) 
Y:)(O) = -j! sin-j-‘o(ajsin(j- 1)0+ fljcos(j- 1)~) + Fj,, 
0ti Fj,o et F,, sont des fOnCtiOnS des c(k et fik pour kbj- 1 
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Le determinant de ce systeme en (ai, pi) est equivalent a sin(j- 1)~. La 
discussion de ce systeme donne le resultat suivant: 
PROPOSITION 4.5. Soit G vPrifiant (A?), d’angle o. Les deux propositions 
suivantes sont kquivalentes: 
(i) G = x(Q) avec 9 sa sPrie de Taylor formelle sous la forme (4.2); 
(ii) pour tout j > 2 tel que (j - 1 )w = N entier, on a: 
Y&j)(O) + (- l)N sinj+‘wY~)(O) = F, (4.5) 
oti F, peut @tre consider6 
soit comme une fonction des mk et flk pour k < j - 1, 
soit comme une fonction des ulg”)(O) et YE)(O) pour k <j- 1. 
F, est plus prPcis&ment un polyntime dont les coefficients dt!pendent de o. 
Remarque 4.6. (a) Si rc/o$ Q, tout G veriflant (X) et d’angle o 
est conforme en 0. On peut facilement en deduire que les singularites 
sur G peuvent s’exprimer comme series formelles de la forme 
Sk = Im xPE rm dk,pzkn’w +p pour tout k E N* avec dk,P reels et dk,O = 1. Pour 
voir cela, il suflit de composer la transformation conforme $ avec l’ap- 
plication s: z -+ zX”’ = 2. E 0 d(G) est le demi-plan Im 2 > 0 et comme Sk est 
harmonique et s’annule sur le bord de G, EON est harmonique et s’an- 
nule sur Im Z = 0. D’oh l’on deduit que E 0 4(sk) est la partie imaginaire de 
Zk. (qqz))k”‘w est de la forme indiquee. Ce genre d’argument prefigure la 
preuve du theoreme 4.4. 
(b) Si z/o E Q, tout G dont les equations des arcs Y0 et Yw verilient les 
relations (4.4) est conforme en 0; si de plus Y0 et YU sont analytiques, 
alors la carte x peut &tre choisie analytique, done conforme au sens usuel. 
Par contre si X/O 4 Q, “YO et Yw analytiques” n’implique pas forctment 
que x est analytique; cela depend de la proximite asymptotique des groupes 
Z et &-c/o. 
(c) Si rc/o = n, les conditions (4.5) apparaissent pour tout j= Nn + 1, 
N > 1. Si G est conforme en 0, l’un des arcs est quelconque et l’autre a ses 
dtrivtes d’ordre Nn + 1 imposees. 
Remarque 4.7. Si o = n/n, les coefficients aNn+ , du dtveloppement (4.2) 
de x n’ont pas d’incidence gtometrique. Dans la resolution de (4.4), on peut 
toujours prendre c(~,!+, = 0 VN > 1. 
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EXEMPLE 4.8 (cas oti n = 2). (a) La premikre relation apparait pour 
j= 3. F3 est nul. D’oti: 
Yf’(0) = !q(O). 
(b) Si le c&it Y,, est droit, x envoie R sur IF8 et les dj sont rtels. On en 
dkduit que X, est paire et Y, impaire. Done ul, est paire (modulo H,” ). Si 
le c&t Y(, est droit, les dzi+, sont reels, ainsi que les id,. On en dtduit que 
Y0 est paire (modulo H,” ). 
Ainsi, si G vkrifie (A) et est d’angle rc/2, alors si l’un des c&s est droit, 
l’autre est “pair”. On est dans le cas de la solution triviale du 
corollaire 3.5(b). 





et Y’,, est obtenu par une formule similaire en remplagant fl par --c1 et CI 
par -p. 
On retrouve que Yh3’(0) = Y!:)(O) (= -12ap). Par contre, en ghkral 
Yh5)(0) # Y:‘(O). On remarque que Y0 = Y’, si et seulement si a = -fl. 
Dans ce cas, le domaine G est symktrique par rapport a la premikre 
diagonale et les kquations de ses c&&s dans le rep&e formt: par les deux 
diagonales sont 
y= +(x+2ax2). 
Enfin le domaine G* d’angle z/4 Cgal g une “moitik” de G coup6 par la 
diagonale vtrifie lui aussi la proprittk (A) puisqu’une rkflexion g travers 
cette diagonale permet de se ramener ti G. Cela se voit aussi directement en 
constatant que, pour S(z) = z + a( 1 - i)z*, x envoie Q d’angle 7r/4 sur G*. 
En effet: 
X,,&) + iY,,,(p) = MyIT + w2N 1 + 9 
;/r: 
Q 
- - - - - - - 
x 
G k9 Gf ___________------ 
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Preuve du tht!orkme 4.4. Pour montrer que G conforme en 0 a la 
propritte (A), on constate par les m&mes arguments qu’au debut du 
paragraphe, que le developpement formel de L est la,#l’d. Done les Aj 
sont tous de la forme l,A. Comme AZ k,o = 0 la formule delinissant les 
singularites ~~~~ (definition 2.3) donne que tous les rk,P, pour p 2 1, sont 
nuls. Comme 0 = 7c/n, TYPO est un polynome. Done tous les rkvP sont des 
polynomes et G vtrilie (A). 
Reciproquement, supposons que G a la propriete (A). On va construire 
un diffeomorphisme Ic/ conforme en 0 envoyant G sur Sz a l’aide d’une 
racine n-i&me de la premiere singularite. Cette idee nous a ttt suggeree par 
B. Helffer, ce qui nous a permis de beaucoup raccourcir notre 
demonstration. 
Pour une fonction a C” en 0, nous notons fi sa serie de Taylor formelle 
en 0, et nous notons - l’tgalite entre series formelles. 
Nous avons, par construction: 
z c T’J EO. 
( ) pa0 
Done: 
AS’=0 od s’= 1 T~~poqL 
pa0 
S’ Ctant harmonique, il existe une strie entiere complexe Z’ = C cjzj telle 
we 
Im Z’ = S’. 
Le terme de plus bas degre non nul de S’ est 1~1’ sin nt? Par consequent 
les cj sont nuls pour j = 0, . . . . n - 1 et c, = 1. Done il existe une serie entiere 
complexe IJ = cja i a,zj avec a, = 1 telle que I/J” = Z’. 
Done $ envoie formellement les “lignes nodales” de S’ sur celles de 
z + Im zn. 
Des lignes nodales de S’ sont constituees par les series formelles en 0 des 
c&es de G, a savoir (X, PO(X)) et ( pw( Y), Y). Les lignes nodales 
correspondantes de Im zn sont (x, 0) et ( y cotg z/n, y). Done: 
$C-Y PO(W) = (4 0) et 3( p,( Y), Y) = ( Y co@ 0, Y). 
Par consequent, il existe un diffeomorphisme II/ de serie de Taylor en 0 
&gale a $ qui envoie G sur Q. Notons qu’on aurait pu faire la 
demonstration avec Sk au lieu de S’. 
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Pour terminer ce paragraphe, donnons une extension de la propriete de 
regularite (A) pour des seconds membres C” ou analytiques sur G (ils ne 
sont plus supposes plats en 0). 
THBOR~~ME 4.10. Soit G conforme en 0, d’angle x/n. Alors, il existe pour 
chaque N 2 1, un polynbme L,(X, , X,) de degrP Nn tel que l’on ait le 
rtsultat de &gularitP suivant: 
si u~fi’(G), Au=f EP(G) et VN>, 1, L,(D,, D,)f(O)=O 
alors u E C”(C). 
C’est une consequence du thtorbme 4.4 et du resultat correspondant 
pour un secteur, cf. par exemple [Dl]. 
Les L, ne dependent que du dtveloppement de Taylor en 0 de Y, et ‘I/, 
et sont tels que pour u E I?‘(G): 
Disons que G est conforme s’il existe une carte cp conforme au sens usuel 
telle que q(G) = Q. D’apres la remarque 4.6, si G est conforme en 0 d’angle 
rc/n et a des c&es analytiques, G est conforme (d’angle x/n). La reciproque 
est Cvidente. 
COROLLAIRE 4.11. Soit G conforme d’angle n/n. On a le rPsultat de 
rkgularite analytique suivant: 
si u~fi’(G), Au=f~d(G) et V'N>l, L,(D,,D,,)f(O)=O 
alors u E 2/(G). 
D’aprbs le thtoreme4.10, UE C”‘(G) et grace au rtsultat de CBS], 
u E d(G). 
5. PROPRI~TB (B): REDUCTION 
Si G possede la proprittt (B), il posdde Cvidemment la propritte (A). 
Done, d’apres le thtoreme 4.4, il existe un diffeomorphisme x conforme en 
0 tel que x(52) = G, ou Q coi’ncide avec un secteur dangle n/n au voisinage 
de 0. 
Ainsi la don&e de G equivaut a celle de x. On va chercher les conditions 
sur x, et plus precistment sur la strie de Taylor en 0 de x, que l’on note 9, 
pour que les singularitis &p(l) soient des polynomes (cf. theoreme 3.1). 
D’apres (4.1), L - d = /(A - ld,$l’2) (egalite entre series formelles) avec 
f(0) # 0. Done les ?~~(2) peuvent se determiner grace aux formules de la 
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definition 2.3 a l’aide des Aj obtenus par le developpement de A - Id=,!9 2 I 
(au lieu de L - 2). 
Cela donne: 
LEMME 5.1. On suppose que G = x(Q) auec S(z) = C b,zJ+ ‘/(j+ l), 
ho=1 et o=x/n. SoitpourjEN: 
C,= c b&zkZ’. 
k+l=l 
Alors, pour JB 1: 
c RC,, R . . . RCm,zk 
p=l ml,+ fmp=J-2p 
oli ~~ = rkn sin kne = (zkn - Fk”)/2i. 
Pour que T~,~(A) soit un polynome pour tout A, il faut et il suffit que 
chacun de ses coeffkients en L soit un polynome. Exploitant le fait que si 
z$ nN, R envoie les polynomes homogenes de degre z - 2 sur des 
polynomes (cf. proposition 2.2), on montre par recurrence sur J g k fixt 
qu’il suffit de se restreindre aux J qui sont des multiples de n: 
PROPOSITION 5.2. Pour G comme duns le lemme 5.1, la propriP& (B) 
Pquivaut ir: Vp > 1, VN > 1 tels que Nn - 2p > 0, on a la condition (Bp,N): 
Vk>l c RC,, R . . RC,,+rk polynhme. (Bp,,) 
n,,+ +mp=N~1-2p 
Les Cj dependant directement des b, et les b, determinant la carte x telle 
que ~($2) = G, il s’agit pour nous de determiner les 6, pour que les 
conditions (BP,,,) soient realisees. Rappelons que nous avons trouve, par 
reflexion, des “solutions triviales” a (B-f. corollaire 3.5. En remarquant 
que x = Z correspond a 6, = 1 et les autres bj nuls et grace a l’exemple 4.8 
pour n = 2, on obtient: 
LEMME 5.3. (a) Pour n 3 3, les solutions triviales sont telles que: 
b,= 1, b,=O pour j> 1; 
(b) Pour n = 2, les solutions triviales sont telles que: 
b,= 1, bzjE iw 
b 
et soit lJ+,” 
Vj 2 0, 
ib,, 1 E [w Vj'jO. 
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6. SOLUTIONS TRIVIALES 
Voici un enonce qui indique que beaucoup de “solutions” de (A) ne sont 
pas solutions de (B). 
THBOR~ME 6.1. Supposons que G vtrifie (B) avec un angle co = n/n oti 
ng4N. Si b, ,..., b,,_ 1 sont nuls alors tous les b, sont nuls pour j B 1. 
Autrement dit, si les c&es de G sont tangents a l’ordre 2n a leurs tangen- 
tes en 0, alors ils sont tangents a l’ordre infini. 
Remarque 6.2. (i) Grace a des calculs theoriques compltmentaires 
d’une part, et d’autre part programmes sur micro-ordinateur, nous avons 
obtenu le resultat suivant si G verifie (B) avec o = n/n oti n = 3,4 ou 6: 
si 6, = 0, alors tous les bj sont nuls pour j > 1. 
(ii) Cela amene a formuler la conjecture: si G verifie (B) et si b, = 0, 
alors G est solution triviale; (elle est done verifiee pour n = 3, 4 ou 6; des 
calculs faits pour n = 2 la confirment igalement). 
Preuve du thtoreme 6.1. Pour m > 2, soit (X,) la condition: 
b, ,..., b, ~ 1 = 0. (%) 
On suppose done que (J&,) est vtrifiee et on veut montrer que (Z,) est 
verifite pour tout m. Pour cela, il suflit d’ttablir que, pour tout m > 2n: 
(Zm) implique que 6, = 0 (done que (&$, + I ) est vtrifiee). 
Cela est base sur la proposition suivante que nous dtmontrerons au $7. 
PROPOSITION 6.3. On suppose que G verifie (B) avec w = x/n et que l’on 
a (ZJ. 
(a) Pourp<m telquem+2p=Nnona: 
(l-(-l) N eimnln) b, E [w; 
(b) pourpdm-n tel que 2m+2p=Nn on a: 
(l-(-l) N e2imn’“)(b,)2 E Iw. 
D’autre part, comme Re b,, = (nN + 1) aDN+ 1 une consequence 
immediate de la remarque 4.7 est: 
LEMME 6.4. Si m+zrA et si b, E [w, on peut supposer b, = 0 suns 
changer G. 
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Supposons done (Xm) et montrons que 6, = 0. 11 y a deux cas: 
(I”) Si m est pair, il existe N et p, 1 < p < n/2 tels que: 
p + m/2 = nN/2, i.e.: m + 2p = nN. 
D’autre part, m + 2( p + n/2) = n( N + 1) et comme p + n/2 < n d m, on peut 
appliquer la proposition 6.3(a), pour (p, N) et (p + n/2, N + 1). On obtient: 
(1 + eimnln) b, E [w, 
done: 
b, E iw et eimninbm E [w. 
** Si m n’est pas un multiple de n, on en dkduit que b, = 0. 
** Si m est un multiple de n, on en dtduit que 6, E R, d’oh, d’aprks le 
lemme 6.4, b, = 0. 
(2”) Si m est impair, il existe N et p, 1 < p < n/2 tels que: 
m+p=nN/2, i.e.: 2m+2p=nN. 
D’autre part, 2m + 2( p + n/2) = n(N + 1) et comme p + n/2 < n 6 m - n, on 
peut appliquer la proposition 6.3(b), pour (p, N) et (p + n/2, N + 1). On 
obtient: 
(1 f e2rmn’n)(bm)2 E Iw, 
done: 
(b,)*E Iw et e2imnin(bm)2 E [w. 
Comme m est impair et n multiple de 4, 2m/n n’est pas entier, et on en 
dCduit que (b,)*= 0. 
7. ETUDE PARTIELLE DES CONDITIONS (B~,~) 
Dans le but de dkmontrer la proposition 6.3, on va d’abord prtciser la 
proposition 2.2 en calculant l’opkrateur R d’inversion de d sur des 
fonctions de la forme r7 - 2eise, pour z 2 2. 
LEMME 7.1. Soit: 
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et 
a I r,S = I sinon. 
(a) Si or/n 4 N, alors R(r’-2eiPe) = R,,p. 
(b) Si WS/TCE N, et si f,,(0)=&cpe im vdrifi:e (2.3), alors on peut 
calculer R(r’~ 2 Ca cgeiFe) sous la forme CD cg R,,. 
A cause de la forme de la condition (2.3), on a avantage d tcrire tout en 
coordonnkes polaires (c’est d’ailleurs le cas pour tous les problbmes $ 
singularitks coniques). 
Preuve de la proposition 6.3(a) 
Sous la condition (&), C,, . . . . C,,_ 1 = 0 et C, = rm(b,,,eimO + bmeei”‘). 
Pour p, N tels que m + 2p = Nn, (Bp,N) se r6duit A: 
c RF- JC, RJrk polynijme Vk3 1. 
OCJ<p~l 
A l’aide du lemme 7.1, en Ccrivant ~~ = -irkn(eikn8 - epik”‘)/2 on obtient 
que: C oGJGp-, RPp’pJC,,,RJ~k est de la forme 
rkrr + NII - 2 
c 
9,(k) ei’kn + ‘)’ + conjuguk. (7.1) 
I = -m.m,m t 2. . Nn - 2 
La condition (BP,.,) donne que R appliqut g (7.1) est un polynbme, done 
d’aprh (2.3), il faut que: 
T S,(k) j sin( kn + Nn)B e jckn + ‘)’ d6? + conjugui: = 0. 
[O.nJn] 
En faisant le calcul: 
~%(k)(l -t-l) N e”““‘) [ (2kn + Nn + I) ~ ’ - (Nn - I) - ’ ] + conjuguk = 0. 
/ 
(7.2) 
Les 9,(k) sont des fractions rationnelles en k que l’on prkcisera. 
Notons, pour a rCe1, K, la fraction rationnelle: 
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Pour I= -m, on a: 2kn + Nn +1=2(kn + p). Ainsi le terme entre 
crochets de (7.2) fait apparaftre KP. Or on montre pour chaque J fix& et 
par recurrence sur H le rtsultat suivant: 
LEMME 7.2. Sous les conditions (2,) et (B), RHC,RJtk est de la forme: 
rknfm+2J+2H [C,,,,(k) eickn + ‘)’ + conjugue] 
Ic Y(J, H) 
avec: 
Les autres Cl,,,, sont des fractions rationnelles en k qui ne font intervenir que 
K ,,..., KJfH et K,,,+Jfy avec y~[l, J+2H[. 
N.B.: pour H = 0, RJ~k = (4PJK, . . . KJrknfzJ sin kne)/J!. 
Bcrivons (7.2) sous la forme: F(k) = 0. F est done une fraction rationnelle 
qui s’annule sur tous les entiers k > 1. Elle est done identiquement nulle. En 
particulier, le coefficient r, de K, apres decomposition en elements simples 
doit etre nul. Comme p < m, il ressort du lemme 7.2 que dans (7.2) seul 
I= -m contribue a I-,. Grace au calcul des C-m,J,H, on obtient que: 
ou y( p, m) est un reel non nul qui ne depend que de p et m. r, = 0 donne 
bien: 6,( 1 - (- l)N epimnin) E R. D’ou la proposition 6.3(a). 
La preuve de la proposition 6.3(b) est analogue. En voici les grandes 
lignes. Sous (,yi”,,), C,,,+ , , . . . . CZm- 1 = 0 et: 
C,, = r2”‘(b2,e2’*’ + b,6m + 62,e-2ime). 
La condition (BP,,,) se reduit a: 
c RP-JC2mRJ~k 
O<J<p- 1 
+ c c RP- J- HC, RHC, RJtk polynome. 
Cela implique une condition du m&me type que (7.2) avec une somme 
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etendue a I E { - 2m, 0,2, . . . . Nn - 2). On montre comme ci-dessus que K, 
n’apparait que darts la contribution de I = -2m. Le calcul de ge2,,, donne: 
9 ~2m=4’-PKI...Kp-,[Cbzmcrp+(b;)2Bp]/2i 
ori: 
p-’ (2m+J)! p-2 p--l--J 
ap=J~,J!(2m+p- l)! et B,=C c 
(m + J)!(2m + J+ H)! 
J=O Hz, J!(m+J+H)!(2m+p-l)!’ 
L’annulation du coefficient de Kp donne, si p <m, la condition: 
(1 - (- I )” ez~“zX’~)(62,1zP + (&&?,) E R. (7.3) 
Comme 2m + 2( p + n) = (N + 2)n, la condition (BP + n,N+ 2) donne, si 
p+n<m: 
Or, on montre que, si 2 < p < q: 
ay(ap)-’ <B&B,)-‘. 
On deduit done de (7.3) et (7.4) que ( 1 - ( - l)N e*““‘“)(b,)’ E R. 
8. EPILOGUE 
En ce qui concerne l’existence de solutions non triviales au probleme (B), 
nous en sommes reduits aux conjectures parce que nous n’avons pas de 
methode permettant, soit de court-circuiter les relations (BP.,), soit de les 
traiter globalement. 
Nous en avons Ctudie certaines de facon theorique (p = 3 sous (2,) par 
exemple, ce qui donne des renseignements pour n = 3, 6 en particulier) et 
d’autres par calcul matriciel sur micro-ordinateur (par exemple des que 
P>3). 
Voici quelques conjectures: 
Si n = 2, si les bj pour j 2 2 sont nuls, pour tout b, E @, on a une 
solution au probleme (B). (Cl) 
Si (b, )” 4 R, ce type de solution est non triviale. C’est cette situation que 
nous avons traitee dans l’exempie 4.9. 
On Cmet aussi la reciproque de (Cl). 
Si n = 2, toute solution de (B) telle que l’un au moins des b, 
pour j 2 2 soit non nul, est triviale. (Cl’) 
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Et enfin: 
Si IZ 2 3, il existe au moins une solution non triviale au 
problkme (B). (C2) 
On peut trouver dans [DS] quelques arguments en faveur de ces conjec- 
tures fond&s sur le calcul de conditions sur les bj. 
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